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G.v:Nguyên Đại Dương 


PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 


Tài liệu đặc biệt dành cho học sinh Lớp Toán luyện thi 

Phương pháp cân bằng tích ứng dụng để giải một lóp các bài toán Phương Trình & Bất Phương 
trình Vô tỷ. 

Tài liệu bao gồm: 

Cơ sở lí thuyết. 

Phương pháp ch ung. 

Các ví dụ. 

Bài tập vận dụng. 

Các em phải biết học toán là phát triển tư duy, dù cho phương pháp có hay và dễ sử dụng đến 
mức nào nhưng người sử dụng không thể phát triển được nó thì cũng chỉ là học chay mà thôi. Hy 
vọng các em có thể nắm bắt bản chất để phát triển thêm nữa phương pháp này. 

Trong tài liệu tôi cố gắng sử dụng các ví dụ tiêu biểu cho từng bài toán riêng biệt, mỗi ví dụ là một 
kinh nghiệm cũng như một bài học. Đọc hết tài liệu các em sẽ có một cái nhìn tổng quát và đầy đủ 
về phương pháp này. 

Hiển nhiên trong bất kì tài liệu nào cũng sẽ có những thiếu sót, mong các em góp ý để tài liệu 
được hoàn thiện hơn cho các lứa học sinh sau. 

Chúc các em học tốt! 

Phương Pháp được nghiên cứu và phát triển dựa trên các kiến thức cơ bản và kinh nghiệm của 
chính tác giả. Hiện vẫn chưa có bất kì tài liệu nào viết về phương pháp này. Mọi vấn đề sao chép 
yêu cầu được thông qua ý kiến của tác giả. 

Mọi góp ý xin gửi về: 

Địa chỉ mail: ginzoro dn@gmail.com 

Facebook: www. facebook.com/ 100000226390946 

Website: www.toanmath.com 


Tác giả: Nguyễn Đại Dương 
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PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 


PHƯƠNG PHÁP CẢN BẰNG TÍCH 


Cơ sở: Cho phương trình có dang g(x) = h (x) W/ (x) . Với /(x),g(x),/ỉ(x) là các đa thức. 

Nêu phương trình có nghiệm x = x a là nghiệm của hiểu thức yjf(x) = A(x) thì luôn tồn tại một phân 
tích dạng: 

g (x) h(x) ỉịỊĨỤ) = (.A (x) - ỉịỊĨỤ) ). .B (x) 

Trong các hài toán ta xét thì : 

> Bậc của căn là bậc 2 hoặc bậc 3. 

> Đa thức /(x),/z(x) và g (x) có bậc bé hơn hoặc bằng 4. 

> Đa thức A (x) thường sẽ là một biểu thức bậc 1: A(x) = ax+b. 


Phưong pháp i 

Bước 1 : Sử dụng Casio để tìm biểu thức A(x): 

Nhập phương trình g (x) = /?(x).ự/(x) vào máy bấm 
một giá trị X bấm Đợi máy hiện giá trị của X bấm 


SHIFT 


SOLVE 


máy hiện Sovlefor X nhập tùy ý 


SHIFT 


STO 


A 


để gán giá trị của nghiệm cho A. 


7 máy hiện f(X) = nhập biểu thức dfỊ~Ãj-AX Ẹ| máy hiện Start? Nhập -10 1=1 máy hiện 


Bấm \MODE 

End ? nhập 10 y máy hiện Step nhập 1 y, máy hiện một bảng với một bên là giá trị xủa X một bên là giá 
trị củaf(X), ta sẽ lây giá trị mà tại đó X vàf(X) là hai sô'nguyên (hoặc hữu tỉ). 

Khi đó biểu thức cần tìm chính là A(x) = X.x + f (x^ịvới X vàf(X) là các giá trị nguyên đã chọn. 

Bước 2 : Cân bằng tích : 

Ta sẽ cân bằng hai vế với các biểu thức %Jf(x), A(x) và ị^//'(x)j =/(x), A"(x) để đưa phương 
trình vê dạng: 


Ấi(x) A" (x) + /ỉ(x)A(x) = k (x)/ (x) + h (x) qjf (x) 


Trong đó g(x) = ấ:(x)[A" (x)-/(x)]-/i(x)A(x) 


Tùy vào biểu thức g(*) mà ta sẽ lựa chọn &(x) phù hợp để cân bằng. Thông thường thì &(x) sẽ là hệ 

sếa, biểu thức bậc nhất ax+b, biểu thức bậc2 ax 2 +bx + c hay phân thức —... 

ax+b 

Chú ý: Biểu thức A(x) thông thường là bậc nhất nhưng cũng có thể là biểu thức bậc cao và ta phán đoán 
A(x) dựa vào từng bài toán. 
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PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 






Ví dụ 1: Giải phương trình: 


\Ịx + 2 = 2-. 


(ỉ) 


V. 


Điêu kiện : X > -2 
Nhập biểu thức: y/x + 2 = 2-X 
Bấm 


SHIFT 


SOVLEị 0 1=1 máy hiện X = 0.6180339887 bấm 


SHIFT 


STO 


A máy hiện Ans —» A 


Bấm MODE 


7 nhập f{X) = yjA + 2-AX =-10 = 10 = 1= máy hiện bảng và ta thây có giá trị nguyên 


là X = 1,/ (x) = 1. Khi đó ta suy ra A(x) = x + l hay y/x + 2 =x + l 
Ta viết lại phương trình và đi cân bằng như sau: 

Pt <=>2 — X 2 =\Jx + 2 
Đau tiên ta cân bằng cho yjx + 2 và x + l: 


... (x +1) — ...\Ịx + 2 


Khi đó VT còn thừa lại: 2-x 2 -(x + l) = 1-x-x 2 

Ta tiếp tục cân bằng thêm 2 vế cho : \fx + 2~ = X+ 2 và (x + 1) 2 . Do biểu thức cân bằng có bậc 2 và bậc 
của biểu thức còn thừa cũng là 2 nên ta cân bằng với hệ sô'a : 


f(x + l) + (x + l)— ữ (x + 2) + *\/x + 2 


(*) 


Khi đó để(*) tương đương với (1) thì a(x +1 ) 2 -a(x + 2) = \-x-x 2 , đồng nhất ta được a = — 1 
Pt <í> -(x + l) 2 +(x + l) = -( x+2)+*Jx+2 

x + 2-(x + l) 2 +ịx + l-yỊx + 2 j = 0 
Ị"\/x + 2 + X + lỊ X + 2 — (x + l)Ị + Ịx + l — \j X + 2 'j = 0 

\Jx + 2 = X + 1 


<=> 


[sjx + 2 -x-l)ỊV.x + 2 +xj = 0 <íí> 

x + l> 0 


TH: yjx + 2 = X +1 s , <=> X = 

; + 2 = (x + l) 


VX + 2 =-X 

— 1 + yỊE 


TH: yjx + 2 = -X <=> 


[x<0 
I X + 2 = X 2 


<=> x = -l 


So sánh với đĩêu kiện suy ra phương trình có nghiệm X = 


>/5-1 


X = -1 
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PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 


l’ 



Ví dụ 2: Giải phương trình: 

2x 2 + x-2 = (x-l)\/x + 2 


\ _-_ 




Điêu kiện: X > -2 


Nhập Casio ta tìm được biểu thức cân bằng \Ịx + 2 = x + 1 
Ta cân bằng tích như sau: 

Ta cân bằng cho \fx+2 và x+ỉ: 

...(x-l)(x + l) = ...(x-l)^ 

Do \/x + 2 nhân với lượng (x-l) nên x + ỉ cũng vậy. 

Khi đó VT còn thừa lại: 2x 2 + x-2-(x-l)(x + l) = X 2 +X—1 

Ta cân bằng tiếp cho \fxT~2 =x + 2 và (x + l) 2 . Do bậc của biểu thức cân bằng và biểu thức còn thừa 
đêu là bậc 2 nên ta cân bằng với hệ sô'a: 

a(x + l) 2 + (x-l)(x + l) = <a(x + 2) + (x-l) \Ịx + 2 


Chuyển vếđông nhất hệ số: a(x+ìf -a(x+2) = X + JC —1 <=> a =1 
Pt <=>(x + l) 2 + (x-l)(x + l) = (x + 2) + (x-l) s/x + 2 


<=> 

<=> 


(x + l) 2 -(x + 2) + (x-l)Ịx + l->/x + 2j = 0 
ị^x + ỉ-yỊx + 2^ị2x + \Jx + 2^ = 0 


yịx + 2 = X+\ 
yfx + 2 = -2x 


TH: y/x + 2 = 
TH: yjx + 2 = 


x + l -o 


—2x 


í X + 1 -° _ -1 + ^ 

|x + 2 = (x + l) 2 

u<0 1-^33 

\ _ . „ <=> X =-77- 

[x + 2 = 4x 2 8 


So sánh với đĩêu kiện suy ra phương trình có nghiệm X = 



1-V33 

8 


Chú ý: 

Khi bài toán có nhiêu nghiệm ỉẻ thì ta có thê lưu nghiệm bất kì và tìm biểu thức cân bằng, 
thông thường mỗi nghiệm lẻ sẽ cho ta một biểu thức cân bằng khác nhau. Dù biểu thức cân bằng 
khác nhau nhưng kết quả sau khỉ cân bằng là giống nhau. 
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PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 


r 



Ví dụ 3: Giải phương trình: 

X 3 -3x 2 -3x + 2 A J(x + l) 3 =0 



Đỉêukiện: x>-\ 

Nhập CASIO ta dược bảng không có bộ giá trị X,f(X) nguyên nào, tất cả đêu là số lẻ... Đến đây ta hiểu 
rằng phương trình không có nhân tử chung dạng \fx + 1 =aX +b với a, b là hệ số nguyên. Thực chất khi 
đi làm như các ví dụ trên ta đã mặc định hệ sô'ứng với sỊx +1 là 1 nhưng thực tế thì nhân tử của phương 
trình phải có dạng: k\fx +1 =aX +b Với k, a, b là sô'nguyên, thường khi 

k = ỉ không cho ta bộ X,f(X) nguyên thì ta thay k = 2,3,4... 

Ta nhập lại biểu thức: f(x) = 2sfÃ+ĩ-AX và thu dược biểu thức cân bằng 2^/x+I = —X. 


Ta cân bằng tích như sau: Pt <=> X 3 -3x 2 -3x = -2(x + l)Vx + l 

Ta cân bằng cho -X và 2-v/x+I : 

—(x + l)(—x) = ...-(x + l)2>/x + l 
Khi dó VT còn thừa lại: X 3 -3x 2 -3x-(x+l)x = X 3 -4x 2 -4x 

Ta cân bằng tiếp cho (-x) 2 và ^2>/xnj" = 4(x + l). Nhưng do biểu thức còn thừa bậc 3 mà các lượng 
cân bằng chỉ bậc 2 nên ta sẽ cân bằng với biểu thức bậc nhất ax+b: 

(ax + b^x 2 — (x + l)(—x) = ịax + b') 4(x + l)-(x + l)2Vx + l 

Chuyển vế đông nhất hệ sô': (ax+bỊx 2 -(ax+b) 4(x+l) = T -4.r -4x=>|^ 0 

Pt <=> X.X 2 -(x + l)(-x) = x.4(x + l)-(x + l)2ựx + l 

<íí> x[x 2 -4(x + l)^ + (x + l)Ịx + 2ựx + lj = 0 

<=> xịx + 2\jx + \^[x-2yỊx + \ j + (x + l)^x + 2>/x + l j = 0 

<=> Ịx + 2>/x + ljỊx 2 + X + 1 - 2x-\/x+Tj = 0 

Ịx + 2>/x + ljỊx-%/x + lj~ =0 


TH: X + 2\Jx+ T = 0 2^/x^ = -X <=> j , <=> X = 2 - 2\/2 

[4(x + l) = x 2 

r 7 „ /- 7 íx>0 ỉ + s 

TH: X- Vx+T = 0 <» Vx+T = xoị ' , <=>JC = ^- 

[x + l = x 2 


So sánh với đĩêu kiện suy ra phương trình có nghiệm 


X = 2 - 2\f2 và x= ^ . 

2 
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PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 


1’- 

Ví dụ 4: Giải phương trình: 

c 

-'1 

X 3 +1 = 2s/2x—l 


Nhập CASIO ta được nghiệm X = 1 và x = -1,618... ta lưu nghiệm x = -1,618... và tìm được biểu thức 


cân bằng là sỉ2x -1 = X 
Ta đi cân bằng tích như sau: 

Ta đi cân bằng cho X và sỊĩĩc -1 : 

...2x = ...2sl2x — l 

Khi đó VT còn thừa lại: X 3 +1 - 2x = X 3 - 2x +1 
Ta cân bằng tiếp cho ịsỊ2x-\^j =2x-l và X 3 : 

ax 3 +2x = a( 2x — \) + 2sj2x — \ 

Chuyển vê'đông nhất hệ sô': ax -a(2x-l) = x 3 -2x + l=>a = l 
Pt <íí> X 3 + 2x = ( 2x -1) + 2-\/2x-1 


<=> X 3 -(2x-l) + 2^x--ự2x-lj = 0 


<=> (x--\/2x-lj 
<=> X = sỈ2x-ỉ 


X 2 +x 


sị2x-ì + sị(2x-ỉý +2 


= 0 


<=> X 3 = 2x -1 


<=> X = 1V X = 


-l±>/5 


Vậy phương trình có nghiệm X = 1 và X = - ^ 


C/?M 1 /: Khi đi tìm biểu thức A(x) đê cân bằng thì ta luôn lưu nghiệm lẻ (nếu có) của bài toán bởi vì 
với nghiệm lẻ thì các bộ X, f(X) nguyên là duy nhất. 
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PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 


ị* 


^1 

Ví dụ 5: Giải phương trình: 

X 3 - 2x 2 + 5x = 2\j5x 2 + 3 




) 


Nhập CASIO ta được nghiệm x = l. 

Một vấn đê nãy sinh khi nghiệm của phương trình nguyên hoặc hữu tỉ thì bảng thu được có rất nhiêu bộ 
giá trị nguyên, ta phải chọn một bộ X,f(X) nào đó để cân bằng. 

Ta biết rằng biểu thức cân tìm sẽ có dạng a/5x+3 =ax + b với a, b nguyên 

Việc lựa chọn a sẽ phụ thuộc vào hệ số của lũy thừa lớn nhất ở đây là X 3 , hệ sô'là 1 và ta sẽ chọn hệ sô' a 
thỏa mãn a là một ước của 1. Như vậy ta chọn biểu thức cân bằng là ịj5x 2 +3 = x + ỉ 
Ta cân bằng tích như sau: 

Ta cân bằng x + l và ịj5x 2 +3 ; 

...2(x + l) = ...2^5x 2 +3 

Khi đó VT còn thừa lại: X 3 —2x 2 + 5x-2(x + l) = X 3 —2x 2 +3x-2 


Ta 


cân bằng tiếp cho ị\j5x 2 + 3Ị = 5x 2 +3x và (x + 1) 3 


í(x + l) 3 + 2(x + l) = ữ(5x 2 + 3'j + 2ịf5x 2 ~+3 


Chuyển vếđồng nhất hệ số: a(x+l) 3 -a(5x 2 + 3 ) = X 3 -2x 2 +3x-2 <=>a= 1 
Pt <=>(x + 1) 3 +2(x + 1) = (5x 2 +3) + 2^/5x 2 +3 

<=>(x + l) 3 -(5x 2 +3) + 2Ịx + l-^/5x 2 +3j = 0 


Ịx + l--\/5x 2 +3j (x +1) 2 + (x +1) ị/ĩx 2 + 3 + ịị(5x 2 + 3) 2 


+ 2 


= 0 


<=> X +1 = \Í5x 2 + 3 
<w> X 3 - 2x 2 + 3x - 2 = 0 

X = 1 


Vậy phương trình có nghiệm X = 1 

Chú ý : 

Với các bài toán có nghiệm nguyên thì việc chọn biểu thức phụ thuộc vào hệ sô' của lũy thừa lớn 
nhất. Ta chọn hệ sô' của X là ước của hệ sô' của lũy thừa lớn nhất. 

Nếu chọn hệ sô' không đúng thì ta sẽ không cân bằng được mặc dù biểu thức của ta vẫn chứa 
nghiệm. Các em có thê tự kiểm chứng lại với bài toán trên bằng cách chọn bộ X, f(X) khác và đi 
cân bằng lại. 
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PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 


/- 


>1 

Ví dụ 6: Giải phương trình: 

4x 2 + 6x + 6 = Ục 2 +7x'j^ịx + — 






Đỉêu kiện: X > 0 

Do biểu thức dưới căn có dạng phân sô'nên ta nhân X vào trong căn để đưa về dạng đa thức: 

Pt 4x 2 + 6x + 6 = ( X + 7) a/x 3 + 3x 

Nhập CASIO ta được hai nghiệm x = ỉ và x = 3. 


Ta tìm biểu thức cân bằng như sau : 


Ta đi cân bằng tích: 


Vl 3 +3.1 — ữ.l + b fci—2 Ị õ “ 

<=>r “ ^gx 3 +3x = 2x 

*J¥+33=a.3 + b l b = 0 


Cân bằng cho 2x và \Jx+3x : 


...(x + 7)2x = ...(x: + 7) \Jx 3 +3x 
K hi dó VT còn thừa lại: 4x 2 + 6x + 6—(x+7)2x = 2x -8 jx + 6 

Ta cân bằng tiếp cho (2x) 2 = 4x 2 và ịyỊx 3 +3jc j = JC 3 + 3x, do phan còn thừa có bậc 2 nhưng biểu thức 
cân bằng có bậc là 3 nên ta sẽ cân bằng với phân thức — (Do hai lượng cân bằng có nhân tử chung là x): 


4x 2 +(x + 7)2x = — (x 3 +3x) + (x + 7) \/x 3 +3x 

X 


Chuyển vê'đồng nhất hệ sô': — 4x 2 -—(x 3 + 3x) = 2x 2 - 8x + 6 <=> a = - 2 

X X v 

Pt <=> ~ — 4x 2 +(x + 7)2x = - — ịx 3 + 3x) + (x + 7)>/x 3 + 3x 

X X 

4x 2 -(x 3 + 3xỴị + (x + 7)ị2x-'Jx 3 +3x j = 0 
X+3- — n/.\' ; + 3x 


2 r 

<=> — 

X L 


ịl x-y/x 3 +3x j 

2x = ^x 3 + 3x 
x+3 = —\Ịx 3 +3x 

X 

<s>x = lvx = 3 

Vậy phương trình có hai nghiệm x = l,x = 3 


= 0 


Chuyên Luyện Thi Quốc Gia Môn Toán-Đ/c: 76/5 Phan Thanh-Đà Nẳng-Sdt: 0932589246 


9 





































G.v:Nguyên Đại Dương 


PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 


Phương án 2: Cân bằng kép 

Ta có biểu thức cân bằng là : \[x + 3x = 2x0 
Cân bằng cho 2x và \Ịx 3 + 3x : 

...(x + 7)2x = ...(x + 7)-\/x 3 +3x 


Khi đó VT còn thừa lại: 4x 2 + 6x + 6-(x + 7) 2x = 2x 2 -8x + 6 


y[jc +3 = 2\jx 


Do bậc của biểu thức còn thừa là 2 nên ta sẽ chọn cân bằng tiếp cho cặp ị2\fxỴ =4x và 
Ụx 2 + 3j = X +3 thay cho cặp {2xf và Ụx 3 +3xj : 


a(4x) + (x + 1^2x = a(x 2 + 3) + (x + 7) Vx 3 + 3x 
Chuyển vế đông nhất hệ sô': a(4x)-a(x 2 +3^ = 2x 2 -Sx + 6 o a = -2 


Pt 


o -2(4x) + (a' + 7)2x = -2Íx 2 +3^ + (x + l)^x 3 + 3x 
0-2 4x-(x 2 + 3Ỵị + (x + l)ị2x-\ỊX 3 +3x j = 0 

<=> -2ị2y[x-y/x 2 ~+3^ị2~Jx + \Ịx 2 +3^ + (x + 7^yfxị2\fx -tJx 2 + lj = 

oÌ24x-y/x 2 +3 ) j \x + 3)4x-2yỊx 2 +3 =0 

2 yfx = \/x 2 +3 

<=> < _ 

(x + 3)sfx = 2\[x +3 


0 


<s>x = lvx = 3 

Chú ý: Cân bằng kép nghĩa là cân bằng với hai cặp đại lượng. Chỉ xuất hiện khỉ biểu thức cân bằng 
có nhân tử chung. 
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G.v:Nguyên Đại Dương 


PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 


1 * 


'1 

Ví dụ 7: Giải phương trình: 

(x + l)(x-l) J + (2x + l)V3x + l =7x-x 2 


X— .- -.- 


) 


Đỉêukiện: X > - -7 
3 

Nhập CASIO được nghiệm x = 0 và x = ỉ. Ta tìm được biểu thức cân bằng là \Ì3x +1 =x + l 

Ta cân bằng tích như sau: 

Pt <=>x 4 -2x 3 +x 2 -5x-l = -(2x + l)^/3x-iT 
Ta cân bằng cho x + ỉ và \Ỉ3x + ĩ: 

...-(2x + l)(x + l) = ...-(2x + l)-\/3x + l 
VT còn thừa lại: X 4 -2x 3 +x 2 —5x—l + (2x + l)(x + l) = X 4 -2x 3 + 3x 2 — 2x 

Ta cân bằng tiếp cho (x + 1) 2 và Ụĩx+ỉỴ, do biểu thức còn thừa bậc 4 mà các lượng cân bằng chỉ bậc 2 
nên ta sẽ cân bằng với biểu thức bậc 2 ax 2 +bx + c: 


ịax 2 +bx + c^j 

(x + l) 2 -(2x + l)(x + l) = 

ax 2 +bx + c^j 

(3x + l)-(2x + l)ự3x + l 


Chuyển vế đông nhất hệ số: Ịax 2 + bx+ cj ( x+ 1) 2 a.i + bx+ c)(3 x+l) = í -2 Ẵ +3 X -2 1 

=> a = \,b = —\,c = 2 

Pt <w- (x 2 -x + 2)(x + l) 2 - (2x + l)(x + l) = (x 2 - X + 2 )(3x + 1 )-(2x + 1 ) y/3x +1 

<=>Ịx 2 -x + 2)Ị^(x + l) 2 -(3x + l)J-(2x + l)Ịx + l-ự3x + l j = 0 
<=> (x +1 — sj3x +1 j Ịx 3 —x + l + ^x’ — X + 2^ ự3x +1 j = 0 

Ta có: X 3 - X +1 + (x 2 - X + 2 ) \Ỉ3x +1 > 0 Vx>-- 

^ Íx + 1>0 

Pt x + 1-y3x + l = 0 ị ox = Ovấ = ] 

[x -x = 0 

Vậy phương trình có nghiệm X = 1, X = 0. 
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G.v:Nguyên Đại Dương 


PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 


1 * 


\ 

Ví dụ 8: Giải phương trình: 

(x + l)(jc-l) 3 = X 2 -2x + ^2x 3 +1 




/ 


Đĩêu kiện: 2x 3 + l>0o x>- 

ầỊĩ 


Nhập CASIO ta được nghiệm x = 2,7320... MODE 7 ta được sj2x 3 + ì =2x + \ 

Ta đi cân bằng: (ax + b)(2x + l ) 2 +{2x + Ý) = (ax+ b)(2x 3 +l) + ^2x 3 +1 

Chuyển vế đông nhất: (ax+ỉ>)(2x + l) 2 ~(ax+b)ị 2x 3 + l) = X 4 -2x 3 -X 2 -2x-2 ta không tìm được a, b 
thỏa mãn. Khi điêu này xãy ra ta có thểhiểu rằng biểu thức cân bằng ta tìm được là chưa đúng. 

Ta sẽ thay đổi suy nghĩ một chút: Ta biết rằng phương trình sẽ luôn có nhân tử dạng \f 2 ~x 3 +1 = A( 
nhưng không phải biểu thức bậc 1: A(x) = ax + b, do bậc của phương trình là 4 nên ta nghĩ ngay đến 
A(x) = ax 2 +bx+c nghĩa là biểu thức cân bằng có bậc 2. 

Ta sẽ có các hướng tìm biểu thức như sau: 


> Một cách đơn giản nếu b = 0 thì ta có biểu thức cân bằng yỊĩx 3 +1 = ax +b. Ta hy vọng sẽ có một 
phân tích đơn giản như trên. Ta nhập vào máy như sau: 


biểu thức cân bằng là \J2x 3 +1 =x 2 -1 


MODE 


f(x) = sỊ2Ã 


3 +l-A 2 X 


máy hiện bảng và có một bộ giá trị X = 1, / (x) = -1. Ta suy 


ra 


> Để ý thây bậc của lũy thừa lớn nhất là 1 (x 4 ) nên ta sẽ chọn <7 = 1, biểu thức cân bằng có dạng 
\J2x 3 +1 = X 2 +bx+c. Ta sẽ nhập vào máy như sau: 


ra biểu thức cân bằng là \ị2x 3 +1 = x 2 -1. 


MODE 


f ( X ) = yj2A 3 +1 -A 2 - AX máy hiện bảng và ta có bộ giá trị X = 0, / ( X ) = -1. Ta suy 


Chú ý: 

Bài toán dù có phức tạp đến mấy thì các hiểu thức cân hằng thường sẽ cũng đon giản như hai 
hướng trên. 


. r ~ 7 -V X 2 + 1 

Thực tế bài toán trên ta vẫn có thê cân hằng với lượng — thay cho ax+b nhưng cách cân 

bằng thêm lượng trên lại đi ngược từ kết quả bài toán, không thích hợp với lối tư duy của phương 
pháp. 

Pt X 4 - 2x 3 -X 2 -1 = \Ị2x 3 +1 


Ta cân bằng tích được: o ịx 2 -1 -\Ỉ2x 3 +1 \ịx 2 -x+\l2x 3 +1Ị = 0 
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G.v:Nguyễn Đại Dương 


PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 


X 2 -1 = yj2x 3 — 1 Do f (x) = X 2 — X + yj2x 3 +1 > 0 Vx>--4= 


<=> < 


X -1 > 0 
2 




= 1 + n/3 


(x 2 -l) =2x 3 +1 
So sán/i với ãĩêu kiện, phương trình có một nghiệm X = l + \Ỉ3 . 


Ví dụ 9: Giải phương trình: 


2 (x -1) yỊĩx +1 +1 = yỊ5 - 6x 


\m 


Đĩêu kiện: -4 < X < — 

2 6 

Bài toán chứa hai căn bậc 2 không phải là dạng để ta cân bằng tích nhưng các biểu thức dưới căn cũng 
như ngoài căn đêu là bậc 1, khá đơn giản và khi bình phương thì các biểu thức thu được tối đa là bậc 3. Nên 
ta sẽ bình phương hai vế để đưa vê dạng cân bằng tích: 

2(x-l) V2x + 1 + 1 =5-6x 


<=> 4x 3 -3x 2 + 2(x-l)\/2x + l = 0 

Nhập CASIO ta được biểu thức cân bằng là \fĩx +1 = 2x 
Cân bằng tích ta được: 

Pt <=> ( 2x - ự2xTĩ) (4x 2 - 4x + 4 + 2xy/2x +1) = 0 

Ta có: 4x 2 —4x + 4 + 2xy/2x + ì =3x 2 - 2x + 3 + ^x + -s/2x + l j >0 Vx>- — 

!— -- íx> 0 l + JE 

Pt <^2x = ^2x + lo\ \ = 

[4x 2 -2x-1 = 0 4 

Thử lại ta thấy X = ~ là nghiệm. 


■\ 


Ví dụ 10: Giải bất phương trình: 


X 3 +x 2 > (x + 2)^2x + 3-l) 


V. 




Đĩêukiện: X > - T-. 

2 


Sử dụng kĩ thuật cân bằng tích: 

Bpt <=> ^x + l--v/2x + 3^x 2 +2x 2 + 2 + x-\/2x + 3 j > 0 

<=> (x + 1- sỊĩx + 3 ^Ị(x +1) 2 + ^x + yf2x + 3 ^ ^ > 0 
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G.v:Nguyên Đại Dương 


PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 


Do (x + 1) 2 +^x + a/2x + 3) >0 với mọi xe R. 

Xét (x + 1) 2 + Ịx + yỊĩx + sỴ = 0<=> X = -1 
Xét (x + l) 2 + {x+yỊlx+3 j >0 

Bpt <=> X +1 > y/2x + 3 <=> I <-> X > sỊĨ 

[x 2 > 2 

Kết hợp ta được tập nghiệm s = >/2,+coj u{-l} 


ịf 


\ 

Ví dụ 11: Giải bất phương trình: 

3(x 2 -l)ự2x + l<2(x 3 -x 2 ) 






Đĩêu kiện: 2x +1 > 0 <=> X > - Ạ 

2 


Bpt <=>(x —l) 2x 2 — 3(x + l)>/2x + l 


>0 


Xét biểu thức: /(x) = 2x 2 -3(x + l)-v/2x+ĩ 

Dùng kĩ thuật cân bằng tích: => /( x) = ịx + ỉ-2yỊ2x + ljị2x + 2 + 'j2x + lj 
Bpt ^>(x-l)(x + l-2ự2x + l)(2x + 2 + ự2x + l)>0 

<=>(x-l)^x + l-2-\/2x + lỊ >0 Do 2x + 2 + yỊĩx +1 > 0 Vx > 


ỉ 

2 


Xét X-1>0<X>X>1 

Bpt <=> X + 1 - 2yfĩx + ì >0<=>x 2 -6x-3>0 <=> x< 3-2-j3 V X >3 + 2\Ỉ3 

Kết hợp => X > 3 + 2\f3 

Xét X-1<0<=>-Ậ<X<1 
2 

Bpt <=> X +1 - 2yj2x +1 < 0 <iĩ> X 2 - 6x-3 <0 <=>3-2 .yịỉ <x<3 I 2\j3 

Kết hợp => 3 - 2s[ĩ < X < 1 

Vậy ta có tập nghiệm của bất phương trình s = (3-2>/3, l)u(3 + 2>/3 , +00 1 
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G.v:Nguyên Đại Dương 


PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 


r 



Ví dụ 12: Giải bất phương trình: 

l _ 

\J X 2 +x + yỊx-2 > Jsịx 2 —2x — 2 ) 



Điêu kiện: X > 1 + -s/3 


Bpt <=> ị\Ịx 2 +x + \Ịx-2 j >3(x 2 -2x-2) 


■ox 2 - 4x-2< \Jx 3 —x 2 —2x 

Nhập CASIO ta được biểu thức cân bằng: \Ịx 3 - X 2 - 2x = 2x + 2 <=> yjx 2 -2x = 2^/x^ 
Ta cân bằng tích cho 2x + 2 và \fx-x-2x : 

...2x + 2< ...yỊx 3 —X 2 —2x 


Do 


bậc của biểu thức còn thừa là 2 nên ta cân bằng thêm các lượng ị2y/x + lỴ và ị^Ịx 2 - 2x j : 


a 


^2-\/x+TỊ + 2x + 2<aị\fx 2 — 2x j + 'ịx 3 -X 1 -2x 


Chuyển vế đông nhất ta được a = -l 


Bpt -[2\Ịx + l j +2x + 2 <-ị\Jx 2 -2xj + \Ịx 3 -X 2 -2x 

<=> Í2^/x-i-T-^/x^-2xỊÍ2^/x+T+^/x^-2xỊ-^/x+TÍ2^/x+T-^/x^ 

<=> ị2s[x + ĩ-\Ịx 2 —2x jỊVx + l + a/x 2 -2x j > 0 

<=> 2sjx + l -yjx 2 —2x > 0 
<=> X 2 - 6x - 4 < 0 
oỉ+sỈ3<x<3 + ^IĨ3 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình 


s = 


l+^3,3 + yỊĨ3 



>0 


Chú ý : Bài toán trên ta có thê nhân thêm lượng —— 

X +1 


đê cân hằng thay cho cân hằng kép. 
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G.v:Nguyên Đại Dương 


PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 


Bài tâp vân dung: 


Giải phương trình: 

yj2x-ỉ + x 2 — 3x + ỉ = 0 

Giải phương trình: 

4x 2 - 13x + 5 + \j3x + 1=0 

Giải phương trình: 

5x 2 +15x + 2 = 3^4x 2 +2 

Giải phương trình: 

X 2 + X - 1 = ( X + 2) \Ịx 2 -2x + 2 

Giải phương trình: 

4x~ + "J2x + 3 = 8x +1 

Giải phương trình: 

3x 2 +3x + 2 = (x + 6)V3x 2 — 2x-3 

Giải phương trình: 

(2x + 2)a/x 2 +X + 2 = X 2 + 5x + 2 

Giải phương trình: 

2x 2 - 6x + 10 - 5 (x - 2) \Jx + 1=0 

Giải phương trình: 

Ị 2 r\ r\ 3.X + 3x + 2 

3x + l 

Giải phương trình: 

x~ + 3x +1 = (x + 3 j a/ x~ +1 

Giải phương trình: 

(4x -1) yjx 3 + 1 = 2x 3 + 2x + 1 

Giải phương trình: 

2'j2x + 4 + 4s/2x—x = ^9x 2 +16 

Giải phương trình: 

x 3 -15x 2 +78x-141 = 5^2x-9 

Giải phương trình: 

X 3 —6x 2 +12x—7 = \J—X 3 +9x 2 — 19x+l 1 

Giải phương trình: 

-2x 3 + 10x 2 -17x + 8 = 2x 2 ^ỉ5x-x 2 

Giải phương trình: 

\Ị X + 3x + 2\Ịx + 2 = 2x^|x +- h 5 

Giải phương trình: 

2x 3 + 3x 2 + 2x +1 = (2x 2 + 3 x) Ậx 2 + — 

Giải phương trình: 

(x-l)(3x 2 +l) = (x + 1)a/x 2 + X + 1 

Giải phương trình: 

X 3 — 2x - 6 = (x 2 - 2x - ó) \Jx 2 + 1 

Giải phương trình: 

(5x-4)ự2x-3-(4x-5)ự3x-2 =2 

Giải phương trình: 

2\Ịx 3 —3x +5x-6 = X 2 — 4x + 9 

Giải phương trình: 

2(x 2 -x + 6) = 5a/x 3 + 8 

Giải phương trình: 

a/5x 2 +14x + 9 - \Ịx 2 —x—20 =5*Jx + \ 
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G.v:Nguyễn Đại Dương PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 


Giải phương trình: 

^Ịx 2 + x + 6 + 3y/x — l -a/3x 2 -6* + 19 =0 

Giải phương trình: 

4x 3 + 2x-l + (2x 2 + 2x + Ýj\Jôx 2 +1=0 

Giải bất phương trình: 

2x 2 + 2x - 1 > (x + 3) \Ịx + 1 

Giải bất phương trình: 

2x 3 -l<(x 2 -2x-l)Vx 2 +l 

Giải bất phương trình: 

X 2 - X + 1 - (2x +1) yj2x — 1 > 0 

Giải bất phương trình: 

4x 3 + 22x 2 + 30x + 12 + (2x 2 + 3x) *Jx + 2 > 0 

Giải bất phương trình: 

X" + 3x + 2 + yjx~ + 6x + 5 ỉĩ VlOx + 14 

Giải bất phương trình: 

X 3 -x<(2x-ỉ)\j2-x 2 

Giải bất phương trình: 

21X 3 —27x + l2x — 2< (x + 2) \jx + l 

Giải bất phương trình: 

X 3 +3x 2 +5* + 3 > (x 2 +3^x 2 +1 

Giải bất phương trình: 

3x 2 + 8x + 5 > 5\Ịx 2 + 1 

Giải bất phương trình: 

1 — X 4 - 2x 3 + 2x — l 
y/x >—, ' — 

X 3 - 2x 2 + 2x 

Giải bất phương trình: 

3 + x-x 2 < \Ịx 4 -2x 3 +x 2 -1 

Giải bất phương trình: 

2(x 2 + 2)>5>/x 3 +1 

Giải bất phương trình: 

X 2 +5x< 4Ị1 + ^|x(x 2 + 2x-4) j 

Giải bất phương trình: 

1 - 2x - 4x 3 > ( 2x 2 + 2x + 1) ịỊòx 2 + 1 

Giải bất phương trình: 

yỊx + ỉ X 3 - X 2 

X-1+ , >- --= 

(x + 1) (x + 1) 3 
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G.v:Nguyên Đại Dương 


PHƯƠNG PHÁP CÂN BẰNG TÍCH 


Tản mạn! 

Ngùôn gốc của Phương Pháp. 

Một buổi chĩêu mùa hè nóng nực tôi vào Youtube và xem một vài video vê Bất Đẳng Thức thì có một vài 
video Cân Bằng Bất Bỉêh của anh Trân Hưng-LS hiện lên. Dĩ nhiên đã biết đêh phương pháp này từ trước 
nhưng chưa có dịp nào xem video của anh nên mới click vào xem thử, khi đó thây phương pháp thật hay 
nhưng lại khá phức tạp và chỉ sử dụng được cho các bài toán đối xứng gan như hoàn toàn kiểu 
f ( u x) = f ( v x)/ wiộf sô'can đến sự tư duy và suy đoán khá rắc rối và các bài toán khác thì việc cân bằng cực 
kì khó khăn hay phải nói là bất khả thi. 

Trước đó khoảng tháng 6-2015 đã đọc được một sô'tài liệu vê CASIO, năm 2014 thực sự mà nói thì không 
biết CASIO là thể loại gì ( đến giờ vẫn ko biết cách giải hệ bậc nhất 2 ẩn bằng CASIO... và việc bấm 
CASIO còn nhờ học sinh bày cho ©) mọi bài toán nghiệm lẻ trước đây hau như được giải hoàn toàn bằng 
tay và suy luận tự nhiên. Trong rất nhĩêu thủ thuật dùng CASIO thì tôi chỉ chọn một cái cảm thây là phù 
hợp và dễ hiểu nhất. 

Ý tưởng ve Cân Bằng Tích cũng đến khá tình cờ! Việc suy đoán biểu thức để cân bằng thì khá phức tạp, vậy 
nếu biết trước biểu thức cân bằng thì sao? Để trả lời câu hỏi dó thì tôi bắt đầu quá trình thử nghiệm, áp 
dụng vào các bài toán 1 căn nghiệm lẻ, nghiệm chan, nhiêu nghiệm... và cuối cùng là xử lí một sô'dạng 
toán 2 căn. Sau khi hoàn thành Phương Pháp thì tìm cách để diễn đạt nó một cách đơn giản và dễ hiểu nhất 
có thể. Và áp dụng dạy thử cho lứa học sinh 98, mặc dù thời gian có hạn chê'nhưng thu được kết quả tương 
đối tốt. ..Việc lựa chọn một cái tên cũng gắn lĩên với nên tảng tư duy của chính phương pháp này. 

Hiển nhiên phương pháp nào cũng có ưu và khuyết, người đọc và vận dụng phải hiểu rõ các ưu điểm cũng 
như khuyết điểm thì mới có thể phát triển cũng như hoàn thiện hơn dược. 

Hy vọng Phương Pháp này cho người xem một cách tiếp cận tốt hơn củng như cái nhìn mới hơn vê việc xử 
lí các bài toán vô tỷ 1 căn cũng như một sốbài toán 2 căn. 

Chúc các thầy cô và các em học sinh một năm thành công! 


Đà Nang, ngày 06-09-2015 

Hãy truy cập vào ivebsite wivw.toanmath.com dể tham gia thảo luận cũng như xem các video miễn phí về các 
chuyên đê luyện thi. 

Đây là web mới hoàn toàn do tác giả sáng lập. Hy vọng các thay cô, các bạn đồng nghiệp cũng như các em 
học sinh cùng tham thảo luận và chia sẻ kinh nghiệm, tạo một môi trường học tập tốt và hiệu quả cho tất cả 
mọi người. Chân thành cảm ơn và chào đón mọi người! 
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